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I/objet de cet article est de p&enter la thkie des koulements dans ies graphes 
orient&s ans circuit. Difftkents problkmes con&s ont fait sentir le besoin de structuter 
le cheminement bans un graphe. A cet effet, on introduit la notion d’kwlement: ceux-ci 
sont des ensembles particuliets de chemins. Deux opkations SW les koulements d’un 
grsrjhe induisent sur leut ensemble une structure de treillis dont on 6tudie les propri&s 
aig&riques. On caract&ise enfIn ies treillis d’kcoulements de certaines classes d’&quiva- 
lence de graphes. 
naim 
es graphes consid&% sont finis, con exes, compl6tement orient&, 
sans circuit. Soit C = (X. U) un tel graphe dont X est l’ensemble des 
sommets et b’ l’ensemble des arcs. 
n rayyelfe que: un cknti~ est un ensemble 
s (ou de sommets) l’origine 
~r~c~dent~ uneSOWC~ est un som sans ~r~d~cesse~r t 
sans successeur. 
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Lb ctmlements entre mwces et puits de 
( t ) Un &wtrkwzezzt de C est un ensemble de ril%res de G tel qu’on ne 
uisse tui ajouter de rivikes sans hi ajouter d’arcs. 
Fig. 1. 
ans fe graphe de la Figure 1 Y’ensk-;~mble des M&es ( 13,14) est un 
~c~u~erne~t tan is que I’ensembte {23,14} ne Vest pas car on peut hi 
rt d’m icoulcrnerzt E est l’ensemble des arcs qu’it con- 
n vsit immkdiatement que:Tr-te rivikre de C est un ekoulement. 
outes ‘tes rividres de (I‘ ferment un 6caulement (car par 
ut arc cfe G il passe une rivihe). Cet koulement sera not6 E,. Son 
~~up~ort es  U. 
niswns 2 opkations sur 1’ense:mble t des kxwlernents d’un 
I e. Soit E. et E2 dew ilriments de 6 
*?. 2. t ‘Union 
r&&i au mcbyen de 1”union ensembkiste 
ar inclusiw con-tenant 
F. Rqmmd / Th&wie des &coutmwnts dam tcs gmphes urienth 
(ii) l’ecoulemcnt maximal par inclusion cwtenu dans E, et 
On aSIEl A E2) c S(E1) n S(E,). 
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E2* 
Les operations v et A induisent sur e une structure de treillis. L’ordre 
partiel y est defini par: 
E, 6 E, - E, KE, = E,. 
Ce treillis est not6 T( 6’). 
l,,W~mermt inimal de T(G) est l’&zolAement vide; l’il6mcnt maximal 
est E, . 
3. incidence SW les rkoulements de certaines transf’o ations de graphes 
Le but est de disposer de certaines ophations sur wn grsphe qui ont 
la propriite soit de caracteriser certains ecoulernents, oit de conserver 
les icoulemen ts. 
La suppression d’un arc Q du graphe G est l’operation qui consiste i 
enlever Q tout en conservant ses extremites. 
On note Gz le graphe obtenu apres suppression de l’arc a de C; plus 
~&r&alerrwnt GzI ,.,,BrP desigre le graphe obtentn aprBs uppression suc- 
zssives des arcs al, . . . . aP. 
d+(x) (wsp. d- (x)) dkigne te demi degr6 sortant (resp. entrant) du 
i;;omme t x. 
y) est suppressible si sa suppression e 
source ni puits, c’est ire 
(d-(J) = 0 ou d+(X) > 1) et (d+(J) = 0 ou o”-(y) > 1). 
aphe de la Figure 2, L’ - { 2) est ie supplort d’un kaulement 
ndis que df -- { 3) ne Vest pas. 
2 sst suppressible mais l’arc 5 ne 1% 
7 
4.. fmactimf dbrc 
tion de l’arc a est l’opkation qui consiste d enlever 1”arc a
r; identifiant ses extremitk f 121. 
le graphe obtenu A partir de G par contraction de l’arc a; 
on i une suite d’arcs se fait cofnme pour la suppression. 
deux kouiements sont isomorphes i \eurs rividres ent 
. La contractml d’un arc non srrppressible 
i j a4 crt?e h-i ~otdrce, ni puits, rzi citcuit; 
nsfme Ies arcs suppremibles; 
~zser~e 2 “exsernble des rr’vr!&es du graph 
n donne la d&wnstration du dermlier point,; cella 16 
Fig. 3. 
SW le graphe de la Figure 3, S es2 non suppressible dans G. 
Les arcs des graphes G et Q sont le support de Qeux koulements 
isomorphes (la bijection entre les rivi&es de G f:t CT est imm&Iiate). 
Le bu est de simplifier le graphe sans creer ni source, ni puits, ni 
circuit. 
3.3.1. Un graphe est dit rgdrrit si tous ses arcs sont supprcssi- 
Etant donn6 Ite graphe G on obtient un graphe rkduit G* par contrac- 
ticstas successives #arcs non suppressible:;. 
Ce r&&at (G’“) nc dipend pas de l’ordre des contractions: 
errnet de passer de G B G est Me n%uction. 
On donne quzlques indications ur :a d6monstration de l’unicit6, i un 
iswnsrphisme pr&, de G*. 
Considdrons 2rAations i:nternes 2
siste i identifier lcs sources en une seule source et ‘/es puits en un seul 
‘on 3.3.3. La ~~&ctio~~ totak d’un graphe c:,st le produit de sa 
ar la fusion F de son bard. On a F 0 .R = R 0 F. 
fe ~~apl~~ totalement r6duit de G 
La reduction (totale) d’un graphe conserve l’ensembl 
raphe puisqw’ri chaque 6tape des contractions, celles-c 
conserkes @air d6monstration du ThCorCme X2.1). Le r&.&at 
n corollaire de cette propri&!. (voir Figure 4). 
e 
. 
” f il 
K Reynoud J YWorie des t%xmlements dam les gra shes orient& 43 
, la csndition de 
&.~tives du trei 
edekind et la connexit6 de deux 
erture nrirzirnale d’un ensemble d’arcs A de G 
ts bzoulements de G dont le support contienne A. On 
elle quc U dhigne l’ensemblle des arcs de G et que s”(E) est le 
tration de la Propri&i 4. It 2 utilise le lemme suivant: 
tisn. Sinon la minimalit ser3irt realisie pour les rivit%-es v&ifi- 
donc&w I?= ar le lemme, 
(en notant A = S(E) et ,&? = U -- S(El )), alors &(A W B) e!;t un complb 
ment de E, dans [E, Es]. 
arqtue. L-es culls v-irkductibles (resp. A) autre que !Z%ment minimal 
p. maximal) sont tes atsmes (resp. coatomes) car T(G) est compl& 
Le point (i:b est imm6diat. Le point (ii) utilis~ le fait que 
est suppressible, que T(G) = T(C*) et la Propri&@ 3.1.2. 
On note f C;I le nombre d’arcs du graphe. 
.2.2. Le rxmbre d’h-irrh’uctibles de T(G) est Cgal ci IG*l. 
.3. On peut sans restriction supposer G 
F. Reynaud / Th6orie des koulemert ts dans les graphes or&w ths 45 
a a 
d 
oti Q et d n’appartiennent pas h la meme rivikre. D’ou le lemme. 
On montre que les camphnerzts de P dans T(G) sont les koulements 
de support S@) = U - &,, .*., QQ) avec la condition suppl6mentaire 
que {&,, . ..f ~lik) n’est pas vide. 
11 est immediat que /?A r ==: Q et hr = E,. 
R&:iproquement soit v^ un complement de r dans TIC), aiors 
FA r = $3 * 3a E S(r), a & S(F). 
F v p = EG * (a E c/ - S(r) 3 a E S(f)). 
Les Mments k ci-dessus diEfinis forment un A demi-treill 
a pour support U - (Al U A,) si I?; a pow SUppOrt U - Ai, Oh Ai est 
WI sow-ensemble quelconque non vide de I’ensemble des arcs de r. 
Le plus petit compliSment de r a pour support U- (a,, . . . . a& Se.s 
complhents maximaux ont pour support: U -- {ai)i=l ,...,P; ce sont 
des coatomes de T(G). 
(ii) Tout nirredwtibfe a pour support Cf - (a} oti a Gst un arc quel- 
coalque de G. Quel que soit son complkment il est form6 de rivi&=es 
passant par a et rkiproquement. L’union conserve la forme des com- 
pl6ments. 
Le compl&nment maximal est celui form& de toutes les rivihes pas- 
sant par a. Les complkments minimaux sorct des aaomes (une rivihe 
passant par a). 
4.3. Cortdition de hrdm-Dedekirtd 
La PropriM 4.-. 3 1 permet de faire ta remarque suivante: Tout houle- 
ment E de 7’(C) a pour support Ile “‘sous-graphe partiel” de C obtenu 
A partir de son successeur teduit Et * dans une chaine maxirnale de 
IT(G), par suppression d’un arc et d’w seul, et rkiproquemen t. 
n dCsigne par II! le nombre d’arcs non suppressibfes le long d’une 
chine maximale de T(@) et I’on moaltre tque BU i-re dipend pas de la 
chaine choisie. Q! est dit dcgri de rkdrrctiort ds G. 
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kmanstratiorr. Par suppressions uccessives des arcs suprmssibles de G 
(en we d’extrairo une chafne mxirnale de T’(G) tout sotsmet x, ni 
sourctt’ ni yuits, de degrk strictcment sup&icur 2~ 1, devierldra rli une 
ctitrtainlt i ape de degr6 Ggal A 1; lc’est i dire: 
i J’Q) = 1 i’arc (A:. I*) est non suppressible. 
Si L,! -_ (s ) = I i’arc (it, S I est IIOII suppressible. 
r(G) = Kit -- ck. 
(On cotnpte 1~ nneuds du trcillis et le noeuci $9 test au rang 0.) 
pk. Soit G le graphe dit la Figure 1. 
Fig. 5. 
e rang c) + 1” La d$monstratisn se tait en 3 ases. 
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ent; dans ce cas, ks arcs non 
Fig. 6. 
Si dans I‘exempl2 igure 6 on consid&-e les rivihes I’ = 14, 
r ‘I = 23 alms Ies intervalles sont, sur r, 
4 I, = i.y3, _y4) 
on trouve II = 2:. 
I rivihes de G : q , . . . . r, +1 telks que q = r, 
%+I soit k = 1, . . . . II les arcs non communs B rk et 
forment sur s-k it t rk + j, un seul intervak. 
n eff& rk 5t J6fini comme suit: Soit f,, . . . . I, et I;, ...f II, les 
intervalles form&3 par les arcs non communs B r et r’ respectivement 
sur chacune d’eP-2~. 
rk est form&z de l’ensemble 
0.9 fk.._ I? I,, l .*9 1,. 
es arcs non 
uns 2 r et rf et de I;, 
soit 2 arcs conskutifs a et b satisl?aisant A la condition: il n’y a pas 
d’arcs joignant l’origine de a et 1”ex trSmit6 de h. 
ans le premier cas, quel que soit l’ard: d de G’: U - {a, d) est 1~. sug- 
d’un koufem~:nt de G. 
ares le second cz~s, U - {a, b) est un hcoulement de rl; car a. et h ay- 
gartiennent A une n$me rh&e et de plus quel que soit f’are d de c7: ou 
k;n U -- (u, d) ou kien U -- (b, d) est ie support d’un koutement de G. 
eci cst df au fait que les seules onfiguration,s pouvant cr6er un arc 
BICXI suppressible aprik suppression cle CI sent celles illustr6es dans Ic 
me 4.2.4. 
oit Ei et El de:, coatomes de T(G); leur support respectif est de Ia 
me U - (Q. W -- {u$ oh Qi et gj l;ont des arcs de C. 
Si I’on est dams le premier cas., la Pzonnexitk des Pangs 11 et 11 -- 1 est 
c0mme suit* . soit E, ei, ej de support respectif U - (a), U -.- {~a, a, ), 
F Ci, E +ei. 
Ei )_ Ci’ Ej ~ ej. 
i t’sn est dans le second cas, la connexite s’etablit grke Q E,, Et, e,., 
de support respectif: U - {a}, U - {b}, U - (ai, a}, U - (a, b}, 
{b, Qjf, 
E, )_ Ei’ E,r c’, E, )- c E, + ej9 
a 
fip- e., E- tl. 
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Les rangs p et 11 ‘- 1 ant dor,;c= onrw:!ces. 
i 
~~~~~~~~~~~~~#~z~ Soit E’ et E”’ deux houiements de m6me rang k dans 
e l’on peut ariler de E” i E” dans T(G) en n’utilisant que 
ectuons une rkur~ ~:nizc sur 
. . . . n, de rang k + 1 Q 
Aer de E’ B E” en n’utilisant que les rangs {k -.- 1) et 
eux lignes conskutives de T(o) sent done cannexes. 
5.1. Rappds SUP ZC?S treillis [ 15 f 
Produits de treillis. Le yao&rit diwcf de deux treillis T, et Tz, notch 
T, X 7j est le treillis defini par 
T, X T;! = {x1 x2: x1 E T, et x2 E T2). 
Le yroliun’t contract& de deux treillis T, et T2, note 7, I T2 est le 
treillis defini par 
T, * Tz = {x1 x2: x1 E T, et x1 J;= $3, x2 E Tz et x2 # 01. 
@ dkgne l’&lCnnent minimal du treillis (les treiilis consider& sont 
suppos&s finis). Le prodrrit direct (contract@ de plusieurs treillis est 
associatif et cammutatif. 2* dbignera le treillis de Book construit sur 
l’ensemble des parties d’un znsemhle de cardinal tl. 
Les opkttians de mise en serie et en parall&ie de deux arcs qui per- 
mettent de d6fini.r par rbrrence les graphes &rie paraWe (notes S.P.) 
peuvent se g&Graliser 3 la mise en &ie et en parallele de dew: graphes 
pour definir :/es graphes pseudo s&ie parall$le (not& P.S. 
(I) La &se ~1 yarall8k de deux graphes C, et G2 consiste A identi- 
fier ks sources de C, et de G2 en une seu e source et leurs puits en u 
sw: puits; on le note G1 “Ii” c’,. 
eux grapbes G, et Gz sont dits E”Pytriawlmts: 
t si i5s ant meme graphe totaiement t6duit: Gy* * 
. &es graphes d “we nzhe clam de ET-Pqtrivalrwe ant 
e tpeilli.~ d’kwtrlemen t. 
comme repr6sentar~t d’une classe.. IJne classc de E- 
e est dire SJ? si et seulemellt si son teprkwttant @” 
. Le treillk des 6couPemen ts d’me cl;, csc S. P. est obtenu 
par UPI nombre fi’ni d’applicatiort dtc pro&it direct et dta 
lake sur Ee ttelllis des 
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En definitive, on s’apcrqoit que biesl que particulicrs les treillis 
d&oulcments n’ont pas toutes les proptSt6s classiques des trzillis; en 
particulier, ils ne sent pas semi modulaires, mais dans le cas des classes 
S.P. on retrouve des t eillis cormus. 
Ces notions peuvent entre autre s’appliquer 5 la synthke de fonct5.w 
boolfennes et & la d&ection des panncs dans les reseaux combinatoire’;. 
C’onsidk=ons par exemple, 1~ r6seau modulaire R,l (voir la Figure 7); ,j 
R4 
Fig. 7. 
ce t’eseau peut-&re associ6 le graphe C, (voir la Figure 8), ob chaque 
wmmet est l’image de I’opCratwr 8 utiiise dans le r6seau. c r&alise une 
fonetion croissante de 3 vnriabks. 
le graphe, G, as ci6 B h!,, les liaisons d onates de type (z + ~4~) 
I;: sent pas indiquees, I fes set-w cl t uniqueme A irriguer k rkscau awe 
I ~Ja~~able 2 ouz@. 
es 2” rivi6res du graphe G, sant en bijection awe Ies 2’ monbmes 
.~~~niques d  I’hypercube A n dirmensions. 
m en~rnb~g qimelconque d rivi&es de G, n’est pas I’ima 
k~netion synthCti!;abie. 
ment, sqit F une fonction somme de deux m,oniimes cano- 
Le moname VI, a pour image la rivi&re 
pent sur le graphe de faGon 3 for-me:: 4 
ar exemple: C,, CzS C,, Cd. L’activation des chemins CT1 et G, 
it l’activation de 4 ohemins et la fonction F n’est pas 
&zouJement cle G, est l’image d’une fonction synth& 
oute fonction synth&isable suf 
crude du treillis des ecoulements de G, donne des renseignements 
e~~sernb~~ des fonetions ynthCtisables sur R. [ 1 f , cha:pitre 
t ~3robi~rne de fa detection des pannes dans Ies reseaux peut 
d ier tm testant des &zoulcmen ts:particuliers. 
e test on pf ainsi ette foumis pour les rbseaux modu- 
.r des r6seaux combinatoires f 1 
h SW., Providence, R.Lr 1966). 
z des treiilis, Thiise d’Etat, Univerzit& de Grenoble, 
es d~~c~~p~siti~ns ci’unr&em, Thkse de 3e cycle, Universiti clsr Grenoble, 
ns un graphe orient~k, 
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